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Motivation: k-moyennes à noyau

Données : 𝑛 échantillons 𝑥𝑖
𝑖.𝑖.𝑑.∼ 𝜌 à partitionner.

k-moyennes (linéaire) k-moyennes à noyau (c.-à-d.

après plongement 𝑥 ↦ 𝜙(𝑥))

Objectif : trouver 𝐶 = (𝑐1, …, 𝑐𝑘) minimisant

ℛ(𝜌, 𝐶) ∶= E𝑥∼𝜌 min
1≤𝑖≤𝑘

‖𝜙(𝑥) − 𝑐𝑖‖2.

Heuristique: algorithme de Lloyd (“k-moyennes”)

Nécessite tous les (⟨𝜙(𝑥𝑖), 𝜙(𝑥𝑗)⟩)1≤𝑖,𝑗≤𝑛 → 𝑂(𝑛2).

Problème

Objectif : passer à l’échelle quand 𝑛 est grand.

Stratégie : projeter les (𝜙(𝑥𝑖))1≤𝑖≤𝑛 sur un sous-espace aléa-

toire de faible dimension.

Problème : comment construire un
« bon » sous-espace ?

Contribution : algorithme basé sur la minimisation gloutonne

approchée de la trace résiduelle de la matrice à noyau.

Notations et hypothèses

Cadre et hypothèses :

ℋ RKHS séparable sur 𝒳 = ℝ𝑑 ;

Noyau 𝜅(𝑥, 𝑦) = ⟨𝜙(𝑥), 𝜙(𝑦)⟩ pour tous 𝑥, 𝑦 ∊ 𝒳, borné ;

Exemple : noyau Gaussien, 𝜅(𝑥, 𝑦) = exp(− 1
2𝜎2‖𝑥 − 𝑦‖2).

Définitions :

Matrice à noyau: 𝐾𝑖𝑗 ∶= 𝜅(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), 𝐾 = Φ∗
𝑛Φ𝑛 ∊ ℝ𝑛×𝑛

où Φ𝑛 ∶= [𝜙(𝑥1), …, 𝜙(𝑥𝑛)] ;
Φ𝑛 = discrétisation de Φ𝑓 = ∫

𝒳
𝑓(𝑥)𝜙(𝑥)d𝜌(𝑥).

Approximation de Nyström

Sous-espaces de la forme

ℋ𝒮 ∶= span({ 𝜙(𝑥𝑖) ∣ 𝑖 ∊ 𝒮 }), où 𝒮 ⊆ [1, …, 𝑛].

On note 𝑃𝒮 le projecteur orthogonal sur ℋ𝒮 et 𝑃 ⟂ ∶= 𝐼 − 𝑃.
Stratégie : effectuer le partitionnement sur des descripteurs

de Nyström 𝑃𝒮 𝜙(𝑥) [1].
Interprétations :

approximation dans le sous-espace de faible

dimension ℋ𝒮 ;

approximation du noyau: 𝜅(𝑥, 𝑦) ≈ ⟨𝑃𝒮𝜙(𝑥), 𝑃𝒮𝜙(𝑦)⟩ ;
approximation de rang faible de la matrice 𝐾 par la ma-

trice 𝐾̃ ∶= Φ∗
𝑛𝑃𝒮Φ𝑛 (de rang au plus |𝒮|, et efficacement

calculable).

→ problème de sélection de points/colonnes

Approches de sélection existantes

tirage uniforme ;

tirage proportionnellement à des scores d’impor-

tance [2] et approximations [3] ;

maximisation du déterminant de la matrice 𝐾𝒮 ∊ ℝ|𝒮|×|𝒮|

associée aux points choisis ;

échantillonnage itératif [4] ;

critères basés sur la covariance [5] ;

relaxations continues [6].

Une borne sur l’erreur d’approximation

Théorème : L’excès de risque induit par la recherche d’une

solution dans ℋ𝒮 plutôt que ℋ est borné comme suit:

inf
𝐶∊ℋ𝑘

𝒮

ℛ(𝜌, 𝐶) − inf
𝐶∊ℋ𝑘

ℛ(𝜌, 𝐶) ≤ ‖𝑃 ⟂
𝒮 Φ‖2

HS =∶ ℰ(𝒮).

(Démonstration : généralisation de [7, Th. 1].)

Interprétation du critère ℰ(𝒮):
ℰ(𝒮) = trace résiduelle tr(𝑃 ⟂

𝒮 𝐶) de l’opérateur (non cen-
tré) de covariance 𝐶 = ΦΦ∗ = ∫ 𝜙(𝑥)𝜙(𝑥)∗d𝜌(𝑥) ;
ℰ𝑛(𝒮) = ‖𝑃 ⟂

𝒮 Φ𝑛‖2
HS = tr(𝐾 − 𝐾̃) = trace résiduelle de

l’approximation de la matrice à noyau ;

pb. de sélection de “colonnes” à noyau (CSSP).

Algorithme : minimisation gloutonne et
approchée de ℰ𝑛(𝒮) = ‖𝑃 ⟂

𝒮 Φ𝑛‖2
HS.

Critère approché

Lemme : Pour tout 𝒮 ⊆ [1, …, 𝑛]:

arg min
𝑠∊[1,…,𝑛]

𝑃 ⟂
𝒮 𝜙(𝑥𝑠)≠0

ℰ𝑛(𝒮∪{𝑠}) = arg max
𝑠∊[1,…,𝑛]

𝑃 ⟂
𝒮 𝜙(𝑥𝑠)≠0

‖Φ∗
𝑛𝑃 ⟂

𝒮 𝜙(𝑥𝑠)‖2

‖𝑃 ⟂
𝒮 𝜙(𝑥𝑠)‖2 =∶𝒢𝒮(𝑥𝑠).

Évaluer 𝒢𝒮(𝑥𝑖) pour 𝑖 ∊ [1, …, 𝑛] nécessite de calculer 𝐾.

Approximation 1: réduction de la dimension
Utiliser un premier descripteur 𝜑 ∶ 𝒳 → ℝ𝑓 facile à calculer:

𝜑(𝑥) ∶=
√

2[cos(𝜔𝑇
𝑗 𝑥 + 𝑏𝑗)]

𝑓
𝑗=1, 𝜔𝑗

𝑖.𝑖.𝑑.∼ ̂𝜅, 𝑏𝑗
𝑖.𝑖.𝑑.∼ 𝒰([0, 2𝜋[).

On définit :

Ψ𝑛 = [𝜑(𝑥1), …, 𝜑(𝑥𝑛)] ∊ ℝ𝑓×𝑛 ;

𝑃𝜑,𝒮 le projecteur orthogonal sur span({ 𝜑(𝑥𝑖) ∣ 𝑖 ∊ 𝒮 }).

Approximation du critère 𝒢𝒮(𝑥):
‖Ψ𝑇

𝑛𝑃 ⟂
𝜑,𝒮𝜑(𝑥)‖2

‖𝑃 ⟂
𝜑,𝒮𝜑(𝑥)‖2 .

Approximation 2: dépendance en 𝑛 réduite

̃𝒢𝒮(𝑥) ∶=
‖Ξ𝑇Ψ𝑇

𝑛𝑃 ⟂
𝜑,𝒮𝜑(𝑥)‖2

‖𝑃 ⟂
𝜑,𝒮𝜑(𝑥)‖2

où Ξ𝑖𝑗
𝑖.𝑖.𝑑.∼ 𝜉−1/2𝒩(0, 1), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝜉, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

Algorithme

Input : noyau 𝜅, taille 𝑙 du support, nb. 𝑓 de descripteurs,
taille 𝜉 de l’approximation, données 𝑋 ∊ ℝ𝑑×𝑛

Ψ𝑛 = RFF(𝑋, 𝜅, 𝑓) // matrice 𝑓 × 𝑛
Ξ ∊ ℝ𝑛×𝜉 with Ξ𝑖𝑗

𝑖.𝑖.𝑑.∼ 1√
𝜉𝒩(0, 1)

𝐶 = zeros(𝑙, 𝑛)
𝑃 = [Ψ𝑛[∶, 𝑖]𝑇Ψ𝑛[∶, 𝑖] for 𝑖 in 1 ∶ 𝑛]
M = Ψ𝑇

𝑛 ∗ (Ψ𝑛 ∗ Ξ) // 𝑛 × 𝜉, coût 𝑂(𝑓𝑛𝜉)
N = zeros(𝑛, 𝜉) // cache pour 𝐶𝑇𝐶 Ξ
𝑆 = ∅ // support
for 𝑘 = 1 to 𝑙 do

𝑠 = (𝑃 . > 10𝜀) // 𝜀 = machine epsilon
if sum(𝑠) == 0 then break

𝑐 = rownorms(M − 𝑁).̂ 2 ./ 𝑃
𝑗 = rand(findall((𝑐 .≈ maximum(𝑐[𝑠])) .& 𝑠))
𝑆 = 𝑆 ∪ {𝑗}
𝐶[𝑘, 𝑠] = (Ψ𝑛[∶,𝑗]𝑇∗Ψ𝑛[∶,𝑠] − 𝐶[∶,𝑗]𝑇∗𝐶[∶,𝑠])
𝐶[𝑘, 𝑠] = 𝐶[𝑘, 𝑠]/sqrt.(𝑃 [𝑗])
𝑁 = 𝑁 + 𝐶[𝑘, ∶]𝑇 ∗ (𝐶[𝑘, ∶] ∗ Ξ) // Θ(𝜉𝑛)
𝑃 = 𝑃 − (𝐶[𝑘, ∶].^2)𝑇

𝑃 [𝑗] = −∞
end

return 𝑆

Complexité : temps Θ(𝑛𝑙(𝑓 + 𝑙 + 𝜉)), mémoire Θ(𝑛(𝑙 + 𝑓 + 𝜉)).

Simulations numériques

Critères d’évaluation :

trace résiduelle (tr(𝐾 − 𝐾̃)/ tr(𝐾))1/2

erreur de test pour les k-moyennes à noyau.

Paramètres : Noyau gaussien 𝜅(𝑥, 𝑦) = exp(− 1
2𝜎2‖𝑥 − 𝑦‖2), 𝜎

= médiane des (‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖)1≤𝑖≠𝑗≤𝑛, 𝑓 = 32, 64, 𝜉 = 32, 64.

Conclusions :

Avec 𝑓 = 𝜉 = 64, on parvient presque à égaler l’algo-
rithme exact de minimisation de la trace (quadratique),

pour un temps réduit de deux ordres de grandeur.

Avec 𝑓 = 𝜉 = 32, les performances se dégradent pour
|𝒮| ≥ 50 environ.
Notre algorithme obtient de meilleures performances

que le tirage uniforme ou avec scores d’importance.

Résultats pour l’erreur de généralisation cohérents avec

les résultats pour la trace résiduelle.

Bon compromis erreur-coûts avec une approximation

gloutonne (OLS) du plongement moyen ∫ 𝜑(𝑥)d𝜌𝑛(𝑥).
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