Approximation de Nystrom gloutonne par minimisation de la trace
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Motivation: k-moyennes a hoyau
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Objectif : trouver C' = (¢4, ..., ¢;,) Minimisant

R(p,C) i= B, min [6(x) — c,|>

<1<k

Heuristique: algorithme de Lloyd (“k-moyennes”)
Nécessite tous les ((¢(x;), ¢(;))) 1< i<n — O(n?).

Probleme

Obijectif : passer a I'échelle quand n est grand.

Stratégie : projeterles (¢(x;)) <<, SUrun sous-espace aléa-
toire de faible dimension.

Probleme : comment construire un
« bon » sous-espace 7

Contribution : algorithme basé sur la minimisation gloutonne
approcheée de la trace residuelle de la matrice a noyau.

Notations et hypotheses

Cadre et hypothéses :

« J RKHS séparable sur X' = R? ;

= Noyau k(x,y) = (¢(x), d(y)) pourtous x,y € X, borné ;

Exemple : noyau Gaussien, x(z,y) = exp(—5= [z — y[?).

Définitions :

= Matrice a noyau: K, := k(z;
ol @,, = [$(x,), ., B(,,)]
" ®, = discretisationde @f = | f(2)¢

(x)dp(x).

Approximation de Nystrom

Sous-espaces de la forme

Hg:=span({ ¢(z;) |ie S8 }), ouS C1,...nl.

On note Pg le projecteur orthogonal sur H g et P+ := I —P.

Stratégie : effectuer le partitionnement sur des descripteurs
de Nystrom Pg ¢(x) [1].

Interprétations :

= gpproximation dans le faible

dimension K ¢ ;

sous-espace de

= approximation du noyau: k(x,y) &

(Pso(z), Psp(y)) ;

" approximah’on de rang faible de la matrice K par la ma-
trice K := ®* P¢®_ (de rang au plus | 8|, et efficacement
calculable).

— probleme de sélection de points/colonnes

Approches de selection existantes

= firage uniforme ;

= tirage proportionnellement a des scores dimpor-
tance |2] et approximations [3] ;

= maximisation du déterminant de la matrice K¢ € RI$/*19]
associee aux points choisis ;

= ¢chantillonnage itératif [4] ;

= critéres basés sur la covariance [5] ;

= relaxations continues [6].

Une borne sur l'erreur d’approximation

Théoreme : Lexces de risque induit par la recherche d'une
solution dans J( ¢ plutot que J¢ est borné comme suit:

£ Rip. C f R(p,C) < ||Pa®|2 =: E(S).
cle%(k (P, C) — Cle%{ (p,C) < || Pg®|is (5)

(Démonstration : généralisation de [/, Th. 1].)

Interprétation du critere £(S):

= £(8) = trace résiduelle tr( Py C') de l'opérateur (non cen-
tré) de covariance C = ®®* = [ ¢(z)p(z)*dp(z) ;

= £,(8) = |Ps®, |3 = tr(K — K) = trace résiduelle de
'approximation de la matrice a noyau ;

= pb. de sélection de “colonnes” a noyau (CSSP).

Algorithme : minimisation gloutonne et
approchée de &, (8) = |Ps @, |3

Critere approche

Lemme : Pour tout § C [1,...,n|:

. |2, Pso(z,)]”
argmin &, (SU{s}) —argmax =:Gg(z,).
se[l,...,n] se(l,. ”PL¢( )”2 S
Pg ¢(z4)#0 P4 p(x >#0

Evaluer G¢(x,) pouri € [1, ..., n] nécessite de calculer K.

Approximation 1: réduction de la dimension
Utiliser un premier descripteur ¢ : X' — RY facile a calculer:

p(x) = V2leos(w]z + b)[];,w; "% ([0, 2.

~ zzd
Rybj '~

On définit ;

" U, = [p(21), 0 0(x,)] € R
" P,s le projecteur orthogonal sur span({ o(x

Vo Py so(@)])”
[P, s ()]

Approximation du critere Gg(x):

Approximation 2: dépendance en n réduite

G () ||~T‘I’TPL o)
xr) —

° | P so()]?
1.1.d.

ol B, "~ ETYEN(0,1),1<i<¢ 1< <

Algorithme

Input : noyau &, taille [ du support, nb. f de descripteurs,
taille € de I'approximation, données X e R¥*"

v =RFF(X, K, f) // matrice f X n
= e R™€ with 2, "~
C = zeros(l,n)
AR A
M=% (T xE)
N = zeros(n, )
S =1
fork=1toldo

= (P. > 10¢)
if sum(s) == 0 then break
c =rownorms(M —N)"2./ P
7 = rand(findall((c .~ maximum(c|s])) .& s))

}N(o 1)

i| foriin1: n]
// nx¢§, coit O(fné)
// cache pour CTCE
// support

// € = machine epsilon

S=SU{j}
Clk, s] = (U, [:,5]"* ¥ n[,s]—C[ J*C:,8])
Clk, s] = C[k, s]/sart.(P[j])
N = N + Clk,:]" % (C[k,:] * E) // ©(&n)
P=P— (C[k, ].72) 1
P[j] = —oc
end
return S

Complexité : temps O(nl(f + 1+ &)), memoire O(n(l+ f +£)).

Simulations numeriques

Critéres d’évaluation :
= trace résiduelle (tr(K — K)/ tr(K))1/2
= erreur de test pour les k-moyennes a noyau.

Paramétres : Noyau gaussien &(z, y) = exp(—5=z |z —y|?), o
= mediane des ([lz; — 2;])1<izjcn. [ = 32,64, = 32,64.

sulfur (n=10081, d=6)

10—(].5 -
<
=
—
Q 10—1.{] -
|
g
=
)
10—1 5
N
10'0 1013 1020
S|
sulfur (n=10081, d=6)
M
>
o | \‘\ .
= 0504 ¥ ’ 5
< é@ 5
S " i
| ®. *\ t
e é &
‘é" 0.25 - x v ’
% v ol
®, \“\
R T i\
* & Vo
0.00 + | | | | | | \
1074 102 1072 107" 10° 10’ 102
Temps
covertype_d10_10k (n=10000, d=10)
m :-L ‘.\
g | ‘.. )
= Ay >
= .
o
>
~ 0.28 -
ko)
Qo .
: - L
ke T
3 0.26 - T
o
\m = -
c T~
S | TR s el T Ao
% = __-__'E'E-!-’-_’-T:_.'._.':_.‘._.“ -: - :::: o ""
= 024 - i o T
o
L
| | |
20 40 60
S
- - -@- - - Algorithme 1, f=32, £=32
#—— Algorithme 1, f=64, £=64
- = =+ - - Glouton - approximation du plongement moyen + RFF, f=32
Glouton - approximation du plongement moyen + RFF, f=64
-~ -4 - Glouton - maximisation du determinant
-+ =¥ - - Glouton - minimisation de la trace (O(n?))
------ ®------ Echantillonnage avec scores d'importance
------ % Echantillonnage uniforme
o Référence: Algorithme de Lloyd (noyau exact)
- - - A- - - Référence: Algorithme de Lloyd sur RFF
Conclusions :

= Avec f = & = 64, on parvient presque a egaler ['algo-
rithme exact de minimisation de la trace (quadratique),
pour un temps reduit de deux ordres de grandeur.

= Avec f = £ = 32, les performances se dégradent pour
|5 > 50 environ.

= Notre algorithme obtient de meilleures performances
que le tirage uniforme ou avec scores d'importance.

= Résultats pour l'erreur de généralisation cohérents avec
es resultats pour la trace résiduelle.

= Bon compromis erreur-colts avec une approximation
gloutonne (OLS) du plongement moyen [ ¢(x)dp,, (x).
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